Analise de estabilidade de vigas pultrudidas de GFRP:
solucdes analiticas para a encurvadura lateral

Stability analysis of pultruded GFRP beams: analytical

Resumo

A utilizagdo de perfis poliméricos reforcados com fibra de vidro
(GFRP, Glass Fibre Reinforced Polymer) em aplicacdes estruturais
tem vindo a crescer continuadamente. No entanto, permanecem
algumas reservas inerentes a utilizagdo destes elementos estruturais
devido, entre outros aspetos, a sua suscetibilidade a fenémenos de
instabilidade. Neste artigo apresentam-se os resultados de um estudo
numérico, analitico e experimental sobre o comportamento de
encurvadura lateral de vigas de GFRP. £ desenvolvida e implementada
numericamente uma formulagdo que permite analisar qualquer tipo
de instabilidade em vigas com sec¢do em | ou H solicitadas a flexdo
em 3- e 4-pontos. Particulariza-se para o caso da encurvadura lateral
(flexdo--tor¢do) e obtém-se uma expressao simplificada que permite
estimar cargas criticas considerando a influéncia das condigbes de
apoio e contraventamento. Os resultados numéricos da formulagdo
e os resultados analiticos da expressdo simplificada sao validados
por comparagdo com valores experimentais e valores numéricos
existentes na literatura, mostrando uma boa concordancia.
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Abstract

The use of glass fibre reinforced polymer (GFRP) pultruded profiles
in structural applications has been increasing consistently. However,
there is still some reluctance about the use of such elements due
to several aspects, among which their susceptibility to instability
phenomena. This paper presents the results of a numerical, analytical
and experimental study on the behaviour of lateral-torsional buckling
of GFRP beams. A formulation is developed and implemented
numerically, which allows analysing any type of instability on | or
H-section beams under 3- and 4-point bending. The lateral buckling
(flexural-torsion) case is particularized and a simple expression that
allows estimating critical loads considering the influence of the
conditions of support and lateral bracing is derived. The numerical
results of the formulation and analytical results obtained with the
simplified expression are validated by comparison with experimental
and numerical values from the literature, with a good agreement
having been obtained.

Keywords:  Glass fibre reinforced pultruded profiles (GFRP) / Thin-walled open
I-beams / Lateral-torsional buckling / Rayleigh-Ritz / Stationarity

principle of potential energy (PEEP)
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1 Introducdo

Os perfis de polimero reforcado com fibra de vidro (GFRP, Glass
Fibre Reinforced Polymer) apresentam um forte potencial como
materiais de constru¢do, devido a um conjunto de vantagens
que incluem a leveza, a rapidez de instalacdo, a resisténcia, a
durabilidade em ambientes agressivos, as boas propriedades de
isolamento e a transparéncia eletromagnética [1]. Atualmente,
existem diversos exemplos de aplicacdo de perfis de GFRP com
fungdes estruturais na construgdo de edificios e pontes (novas e na
reabilitacdo de tabuleiros antigos) [2-4]. Porém, existem algumas
condicionantes nas aplicagdes estruturais de perfis GFRP associadas
essencialmente a sua reduzida rigidez, nomeadamente (i) uma
elevada deformabilidade (Estado Limite de Servico normalmente
condicionante) e (ii) uma elevada suscetibilidade aos fendmenos
de instabilidade [5-7]. Devido a reduzida relacdo rigidez / resisténcia
dos perfis de GFRP, estes sdo mais suscetiveis a encurvadura elastica
que perfis similares em ago [6-8], nos quais a instabilidade pode
ocorrer em regime elasto-plastico. Por isso, é fundamental efetuar
analises lineares de estabilidade de perfis de GFRP sempre que estes
estejam submetidos a tensées normais (compressao e/ou flexao),
identificando-se os modos de encurvadura e cargas de bifurcacao
associadas. Comparativamente aos perfis de aco (material
isotrépico), a presenca de fibras de vidro na dire¢do longitudinal
dos perfis induz um comportamento ortotrépico das suas paredes,
0 que torna mais complexa a determinacdo da carga critica de
encurvadura e do modo correspondente [9]. No caso de perfis de
GFRP submetidos a flexdo uniforme (de agora em diante, designados
simplesmente por “vigas”), existem trés tipos de encurvadura: (i)
local, (ii) lateral-distorcional e (iii) lateral (flexdo-torcao) [8-13]. Em
vigas submetidas a flexdo em torno do eixo de maior inércia, existe
um deslocamento vertical (deslocamento V, Figura 1) na fase de
pré-encurvadura. Se a viga for pouco contraventada ou longa, existe
um limite para o qual a viga instabiliza lateralmente num modo de
flexdo-torgdo (designado de “bambeamento”), o qual resulta de uma
combinagéo entre o deslocamento lateral W de flexdo em torno do
eixo de menor inércia e a rotacdo ¢ de tor¢do da seccdo transversal
do perfil em torno do seu eixo, como se observa na Figura 1.

Para além da complexidade associada a natureza ortotrépica das
paredes dos perfis de GFRP, as sec¢des de parede fina aberta também
possuem uma reduzida rigidez de tor¢do e de empenamento em
relacdo a outros tipos de sec¢do (e.g., tubular), que faz aumentar
a sua suscetibilidade a fendmenos que envolvam tor¢do. Por outro
lado, a elevada relagdo entre o modulo de elasticidade longitudinal
E, @ 0 modulo de distorgéo G,, faz com que exista uma contribuicdo
ndo desprezavel da deformagdo por corte em vigas de GFRP.
Todos estes fatores contribuem para a dificuldade em determinar
rigorosamente o valor da carga critica de encurvadura lateral em
vigas de GFRP. Com base na adaptacdo da teoria da estabilidade
de vigas constituidas por materiais isotrdpicos (e.g., vigas em aco)
[1415] para vigas constituidas por materiais ortotrépicos, diversos
estudos propuseram expressdes analiticas para estimar a carga de
encurvadura lateral de vigas de GFRP [16-19]. No entanto, para
ter em conta todos os fatores de complexidade anteriormente
referidos, as expressdes propostas resultaram bastante complexas.
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Outras mais simples sdo também menos rigorosas pois dependeram
do grau de aproximacao.

Figura1

Configuragdo deformada no modo de instabilidade
lateral por flexdo-tor¢cdo de um perfil com seccdo de
parede fina aberta em | [14]

No presente artigo, apresenta-se uma formulagdo geral que permite
analisar a instabilidade (local, distorcional e global) de perfis de GFRP
submetidos aquaisquer condi¢des de carregamento. Para estabelecer
as equacbes de equilibrio que regem o fenémeno de instabilidade,
utiliza-se o critério estatico do equilibrio adjacente, formulado em
termos do Principio da Estacionariedade da Energia Potencial (PEEP).
Em particular, aplica-se a formulacdo ao caso de um carregamento
que introduza flexdo em torno do eixo de maior inércia em fase de
pré-encurvadura e que conduz a instabilidade lateral da viga. Para
a discretizacdo do sistema continuo (transformacgdo num sistema
discreto), recorre-se ao método de Rayleigh-Ritz com funcdes
trigonométricas na direcdo longitudinal para cada um dos graus de
liberdade de flexdo-tor¢do, W — deslocamento de flexdo no plano de
menor inércia, e ¢ — rotagdo de torcao (cf. Figura 1). A formulagdo
¢ implementada computacionalmente para um conjunto de
condicdes de fronteira, contraventamento, localiza¢do de carga na
seccao e localizagdo do(s) ponto(s) de aplicagao de carga no eixo:

1. Condicbes de fronteira nos apoios de extremidade (plano X-Z);

2. Condigbes de contraventamento lateral na sec¢do de meio vao
(plano X-7);

3. Localiza¢do do ponto de aplicagdo da carga na secgdo (banzo
superior, centro de corte e banzo inferior);

4. Localizagdo do(s) ponto(s) de aplicagdo de carga ao longo do eixo
da viga (flexao em 3-pontos; 3PB e flexdo em 4-pontos; 4PB).

Posteriormente, desenvolvem-se expressdes analiticas simples
para o caso da carga localizada no centro de corte. Validam-se os
resultados por comparagdo com valores obtidos por outros autores,
nomeadamente resultados de indole analitica e experimental [16,17].
A formulacdo proposta, que visa fundamentalmente uma melhor
interpretacdo do comportamento a rotura de vigas ensaiadas a
flexdo, baseia-se em principios energéticos estudados por Ma e
Hughes [9] e, posteriormente, por outros investigadores [16-19].
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2  Formulacdo geral

21  Representagdo do campo de deslocamentos

O estudo analitico que se efetua neste artigo tem por objetivo
estimar cargas criticas de instabilidade P_ por flexdo-tor¢do em
vigas pultrudidas de GFRP, com seccdo de parede fina aberta em I e
fletidas em torno do eixo de maior inércia. No entanto, a formulacao
que se apresenta de seguida é valida para qualquer tipo de fendomeno
de encurvadura. A seccdo transversal bissimétrica com geometria
em | é discretizada num conjunto de trés elementos de placa fina
(laminados), solicitados nos seus proprios planos, conforme se ilustra
na Figura 2. A simbologia utilizada est4 representada igualmente
na Figura 2, onde os indices inferiores FS, W e fI dizem respeito ao
banzo superior, alma e banzo inferior, respetivamente. No que diz
respeito as dimensdes, b ¢é a largura de uma parede (alma ou banzo)
et é a sua espessura. Por outro lado, no que diz respeito ao sistema
de eixos, Z, Y e X sdo as coordenadas locais na dire¢do horizontal,
vertical e axial, respetivamente. As correspondentes componentes
de deslocamento sdo W, Ve U.

O campo de deslocamentos em cada uma das paredes laminadas é
caracterizado pelo vetor deslocamento, QE{U,V,W}, o qual pode
ser escrito para cada uma das paredes na forma seguinte:

Alma " (plano X-Y)

f
VA 175 O i (Y R IV s (AT
Ut =tve=v, v =ive=ve, U=, ("

w_ W
WE=Wiey)

Banzo superior * (plano X-2) Banzo inferior " (plano X-Z)

w=[w) ] +wf

onde U/, V/ e W/ sdo designados por deslocamentos de pré-
-encurvadura, associados a trajetéria de equilibrio fundamental
(estados planos de tensdo — EPT), e u, v e w representam os
deslocamentos (“acréscimos”) num estado de equilibrio adjacente

(encurvadura). Como se considera a sec¢do submetida a flexdo em
A o f Vi

torno do eixo de maior inércia, tem-se [\/(fz)] =0,, [W(‘f,yd =0,

[\/(QZ)Y =0. Ao longo da trajetdria de equilibrio fundamental, as

tensdes, deformagdes e deslocamentos variam proporcionalmente
ao parametro de carga A =P.

h=bw ——

Z (W) +\T_::_[
ol I
o iy
XUy iyt

Figura2 Definicdo de geometria, eixos coordenados e campo de

deslocamentos da viga com seccdo em |

19



Analise de estabilidade de vigas pultrudidas de GFRP: solugdes analiticas para a encurvadura lateral

Mario Sa, Nuno Silvestre, Augusto Gomes, Jodo Correia

2.2 Relagdes cinematicas

As deformagdes generalizadas a definir, em relagdo a superficie
média das placas, sdo de dois tipos: (i) deformacdes de membrana
(extensdes ¢, ¢, e &, e distorcbes v, = 2 ey, = 2«€) e (i)
deformagdes de flexdo/torcdo (curvaturas de flexao y, % €%, e
de torcdo Xy © XXZ)A No que respeita as relagdes cinematicas, estas
deformacdes generalizadas podem ser escritas na forma geral:
1

g :E~(u,,/+uj,,+uk,,-uk,/), ijkl=xyz (2)
onde {U, u, U} ={U,V, W} e o indice k é mudo (convencdo de
EINSTEIN) e os indices / e j sdo livres.

Uma vez definido o tensor das deformagdes, g, para EPT em ambos
os tipos de placa (banzos e alma), as relagdes & — U sdo expressas
no ambito das hipdteses da teoria de VON KarMAN. Para além das
hipoteses fundamentais adotadas da teoria classica formulada por
Love, a teoria de VoN KarMAN admite: (i) pequenas deformacdes
e (ii) rotacdes moderadas. Sobre tais premissas, as deformacdes
generalizadas (membrana) para o problema de estabilidade séo
expressas pelos termos nao lineares das derivadas parciais dos
deslocamentos. Com base na teoria de VoN KARMAN, apenas se
consideram os gradientes da deformagdo W e W para a alma no
plano X-Y'e V_ eV para os banzos no plano X-Z (deslocamentos
perpendlcularés ao plano meédio das placas). Nessa medida, séo
retidos em (2) os respetivos termos ndo lineares quadraticos
W? e W2 na alma, e V2 e V?, nos banzos. No presente problema
de |nstab|l|dade 0s gradlentes de deformagéo V e U podem exibir
uma contribuicdo consideravel devido as rotagoés no plano daplaca
[9], especialmente no caso dos banzos; ao passo que os termos U
eV, em particular as suas formas quadraticas, séo muito menos
relevantes do que os restantes termos e, como tal, sdo desprezados.
Nesse sentido, as relagdes cinematicas vém assim definidas para as
trés placas laminadas:

Deformagdes de membrana Deformagées de flexao/torgao

2 2
T (U R U
f=le, | = Wfs+1/z.[(uf)2+(\/f)z} = ={vE L (B)
Y WS £US V5.V Ko 2.V
2 2
RO L [ R U |
&' =te, b =2 (U) Hwy) J =, b =i 32
Sl Uty Y Xy} (2Wy
2 2
T e (R U N | IR
&' =fe, ¢ =Wy (UF) +() [ = = B3)
€xq WU v Axe 2Vl
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Refira-se que as virgulas precedentes aos indices das componentes
do campo de deslocamentos designam derivadas parciais, i.e., tem-se
por exemplo UY =oU" [ox , WY =ow" [oxdy -

2.3 Relagdes constitutivas

As tensdes generalizadas associadas as deformagdes generalizadas
referidas anteriormente sdo respetivamente: (i) os esforcos de
membrana (esforgos normais N, Ny e N e esforcos tangenciais ny e
N,,) e (ii) os esforcos de flexao/torcao (momentos fletores M, M e
M,emomentos torsoresM, e M), emrelagao a superficie média das
placas. Para EPT, as relagdes constitutivas utilizadas correspondem
as descritas na Teoria Cldssica dos Compdsitos Laminados — CLT [20],
sendo dadas na forma matricial:

Esforcos — Deformagdes

N A |8
I U - (4)

I

S
=

onde A, D, e B, representam, respetivamente, as matrizes de rigidez
de membrana, de flexdo e de ligagdo entre a rigidez de membrana
e a rigidez de flexdo. Porém, uma grande parte das sec¢des dos
elementos pultrudidos de GFRP é tratada, aproximadamente,
como sendo uma estrutura laminada simétrica, cujas paredes sdo
simétricas em relacdo ao seu plano médio [20]. Nesta situacdo,
sdo nulas (i) as componentes tangenciais da matriz A, (Aw6 =A,=0),
(i) as componentes de tor¢do da matriz D, (D= D26 =0) e (jii) todas
as componentes da matriz 8;. Numa placa genérica (no plano X-Y)
com espessura uniforme t, cada componente ndo nula das matrizes
A, e D, tem aforma:

Matriz de rigidez de membrana Matriz de rigidez de flexdo

=t-Q, D;=t*/12-Q; (51)

em que a matriz, Q
escrita na forma:

;» contém as constantes eldsticas e pode ser

E, Vo Ey 0
T=vy v T=vy vy,
— E
QU' = — 0 (52)
1=V, v,
Sim. Gy

ondef e £ saoos maodulos de elasticidade do laminado nas direcoes
xey G éo modulo de distorgdo e Vv, €V, 540 0s coeficientes de
Poisson. As propriedades mecanicas de painéis laminados podem
ser obtidas de forma independente, quer por via experimental, quer
por intermédio de teorias analiticas de previsdo usando modelos
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micro e/ou macromecanicos [1718]. Uma vez conhecidas as
constantes elasticas para os dois tipos de placa do perfil (banzos e
alma), e.q., através da realizacdo de uma campanha experimental de
caracterizacdo do material, as propriedades de rigidez (matrizes Ae
D,/) de ambos os laminados podem ser definidas “simplificadamente”
de forma analoga as representadas pela teoria eldstica das placas
ortotropicas, tal como estipulado em [4] através do conceito de
propriedades de rigidez equivalentes (efetivas) dos laminados. Nesse
sentido, as relagdes constitutivas podem ser definidas por:

Esforgos de membrana

o N7 (& O A )
Xz 66

Esforcos de flexdo/torcdo

XXZ
Ny Y Av Ap O " €y Y M, Y Dy Dy O " Ax v
N =N b= A, A 0| et MY =IM b =D, D 0|y, b (6.2)
Ny 0 0 A Yy M, 0 0 D Ly

M Fl D O Fl X Fl
NT=INY =TA T e, ”M":{ } :{ " } { } (6.3)
o { } [ ”] { } - sz O DGG sz

Como os banzos fletem unicamente em torno do seu eixo de
menor inércia, sdo considerados nulos os esfor¢os de membrana
N =N _=0eomomento fletor M = 0.

2.4  Esforcos de membrana (pré-encurvadura)

Os esforcos de membrana instalados na viga sdo linearmente
dependentes das forcas aplicadas (proporcionais ao parametro de
carga, A = P). No presente estudo, estes foram obtidos com base
nos principios da elasticidade, sendo expressos pelos produtos das
tensdes existentes em cada parede da seccdo pela espessura da
parede em causa. Os EPT a que estdo submetidas as paredes foram
definidos para duas situagdes distintas de carregamento transversal
do perfil, nomeadamente: (i) uma carga concentrada a meio vao
(3PB - “flexdo em 3 pontos”) e (ii) duas cargas concentradas a um e
dois tercos de vao (4PB - “flexdo em 4 pontos”). Considera-se que a
viga esta sempre simplesmente apoiada no plano de flexdo primaria
(plano X-Y) e que o momento de inércia de flexdo em torno do eixo
Z vale:
Wt, b-t-h
l, = +
12 2

(7)

onde se considera a sec¢do reduzida a sua linha média e se despreza
a inércia dos banzos em torno da sua linha média. Na Figura 3 sdo
ilustrados os diagramas de tensdes normais e tangenciais associadas
a flexdo da seccdo em torno do eixo Z. De seguida, resumem-se as
expressdes dos esforcos de membrana, funcdo do parametro de
carga, para as trés paredes da seccdo: banzos superior, inferior e
alma.

rpee | Série Il | n.2 1] jutho de 2016

Figura3 Distribuicdo das tensdes normais (a esq.) e tangenciais
(a dir.) da seccéo |

Os banzos encontram-se submetidos a EPT uniaxiais definidos,
respetivamente, pelas tensdes normais maximas de compressao
e de tragdo, uniformes na seccdo e independentes de Z (cf.
Figura 3) mas variaveis ao longo do eixo da viga com X, i.e., segundo
a direcdo longitudinal das paredes. Neste caso, despreza-se a
contribuicdo das tensdes tangenciais nos banzos da sec¢do, as quais
tém uma variagdo linear em cada metade do banzo mas assumem
uma resultante nula em todo o banzo. De acordo com o sistema de
eixos adotado, os banzos tém os seguintes esforcos de membrana na
direcao longitudinal X(I\/fs =NE =N =NI :O):

Flexdo 3PB Flexdo 4PB

Assumindo que as tensdes normais na direcdo longitudinal se
distribuem linearmente na altura da sec¢do, h, (Figura 3) com valor
nulo ao nivel de G = S, vem:

Flexdo 3PB Flexdo 4PB

ty ) 1
ty L P-[Z.lzzj-xy,osxsé
p- ~X-y,’OSXSA
2-1, ty Loy L/ <y<2l 9
Y3 3 (9)

N = p-
S
P.(i]‘(L—x)y; Z%SXSL

N

ty L
P(Z-/aj.([_x).y ! ASXSL
2-1,
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Com o objetivo de contabilizar a influéncia da localizagdo do(s)
ponto(s) de aplicagdo da(s) carga(s) transversal(is), y*, relativamente
ao centro de corte S, o esforco de membrana normal na direcdo
transversal, N/, é representado pela expressdo simplificada abaixo
indicada:

Flexdo 3PB
NW—P( j(y+y ) NV%GJ'(WW)
—%Sys% emx:% —ASyS% emx:%,Z%

Segundo esta abordagem pressupde-se que a alma do perfil
absorve a totalidade da forca transversal sob o ponto de aplicagdo
desta. Realga-se que as ultimas expressdes (10), decorrentes do
corte instalado na viga (nas seccdes de aplicagdo das cargas),
incorrem numa singularidade da resolugdo do integral que envolve
este termo e as fungdes de forma utilizadas. Para ultrapassar
esta situagdo, definiu-se a integracdo em X para um intervalo
relativamente pequeno, aproximadamente, entre 40% e 60% do(s)
comprimento(s) do(s) tramo(s) a esquerda e a direita do(s) ponto(s)
interior(es) de carga. Nao obstante, refere-se que os valores obtidos
utilizando este artificio revelaram uma elevada precisdo (diferencas
ca. 2%) quando comparados com os obtidos da aplicacdo da
fungdo de DIRAC para véos correntes, compreendidos entre 1200 e
4000 mm.

Por fim, o esforco de membrana tangencial na alma, NWXy, foi avaliado
recorrendo a teoria do corte em vigas fletidas, estabelecendo o
equilibrio com N". Note-se que se admite que a distribuicdo das
tensGes tangenciais & nula nos banzos da seccdo (NJ =NJ =0) e,
por isso, ndo existe continuidade do fluxo de corte no no de ligagdo
banzo-alma. Os esforcos de membrana tangenciais na alma, NW sdo
aproximados pelas representagdes que se seguem, respetlvamente,
para flexdo 3PB e 4PB:

Flexdo 4PB

(10)

Pt \[(hY P(bht:). o h h
BN o
NY = , o : (111)
b h
HE N o
2
L] 5 oetopperen
Ny =40 W <y<ely (1.2)
g(ztw; ]([g) _)’ZJ (bhf;]2/<x<LA /<y<y

2.5 Energia potencial total

A energia potencial total do sistema estrutural, IT, é constituida pela
soma da energia de deformacdo eldstica, U, com o potencial das
forcas exteriores, V. De acordo com a teoria geral da estabilidade
linear, o desenvolvimento da variacdo da energia potencial em série,
entre uma configuragdo de equilibrio e uma adjacente, é controlado

22

na vizinhanga da trajetéria fundamental pelo termo de 2.2 ordem,
sendo condicdo suficiente, numa analise linear de estabilidade,
reter apenas os termos quadraticos da energia potencial. No caso
particular das paredes em andlise, o termo linear que ndo figura
(PEEP na trajetéria fundamental) na forma escrita que segue:

Allfu,v,w,A|=I1, [uv,w,)]=U, (12)

contém a contribuicdo das forcas exteriores para a energia potencial.
Nessa medida, o potencial exterior V* em estado linear de pré-
-encurvadura (produto das cargas aplicadas pelos correspondentes
deslocamentos) pode ser ignorado na analise da encurvadura lateral
da viga. Por conseguinte, para vigas em |, a expressdo do termo
quadratico da energia de deformacdo total pode ser decomposta em
trés parcelas, correspondentes as energias de deformacdo elastica
de cada uma das trés paredes que constituem a secgao transversal,
resultando na seguinte forma

U, =US +UY +UY (13)

A energia de deformacéo eldstica de cada parede é constituida
por duas parcelas, associadas, respetivamente, as deformacdes de
membrana, U,, e as deformacbes de flexdo/torgéo, U, Tem-se,
entdo, de acordo com a teoria de placas:

1 1
U:EJ‘_I (GV"&'/)dVZEI.[ (0,840, -€,+0,¢,) AV < (=Uy+Uy) (14)

que, para cada parede (individualmente), vem representada por:

fﬂ[ (N )+ (M2 o4 M5 xiﬁ)} dxdz (151)

,ﬂ[ (N2 4Ny el Nyl )+ (M My o+ )| oy (15.2)

(15.3)

=)

(Mol MG )} dxdz

onde S presente no integral duplo representa a area do plano médio
da parede em causa. Os banzos foram considerados como placas
laminadas submetidas a flexdo no plano de menor inércia, em que
as suas secgdes transversais rodam em torno dos seus proprios eixos
e fletem lateralmente. Por aproximacdo dos banzos a elementos de
viga, desprezaram-se segundo a direcdo transversal (Z), os esforcos
de membrana normais e tangenciais N, = N_= 0 e os momentos
fletores M, = 0. Introduzindo as relagdes constitutivas (6) nas
expressdes (15) anteriores, obtém-se:

fH[A g } dxdz
(161)
Go(a) | o

oY
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Y :% J;J‘[AW-(SY)Z+A§§-(sy)z+2~A¥§~(sf’)»(s§’)+A§£~(yf§)2} dxdy
U= +

Uy = H[D“ (3 +D;; xy )2+2.D¥;.(XX ) (Xy )JrD66 ( ) ]dxdy

*JJ ZEC

U = (16.3)

Ui :% jj[o (1) +06-(a) | oot

De forma a ser possivel exprimir a energia de deformagdo elastica
das paredes (16) em termos dos deslocamentos, é necessario
introduzir o campo de deslocamentos atras decomposto (1) nas
relagdes cinematicas definidas para as trés paredes (3). Conclui-se
que o termo quadratico combinado das duas parcelas (membrana
e flexdo/torcdo) da energia de deformacdo é dado, para cada uma
das paredes, por:

:% ﬁ[ ) o {0 () )} oxdz

sl 4 (171)

it = of (v2) +a-02(v2) |

S

(16.2)

} dxdz

=g Y o) (0 o 20 o)

=1 J‘J[Dg.(wyx ) 0 (wy ) 42D o, )+ 400wy )| oy

e ) {02 o

(172)

UZH = =+ (173)

ﬂ[o Vi) 4DV )Z]dxdz

Conforme se referiu anteriormente, para efetuar a analise linear de
estabilidade, apenas se procedeu a retengdo dos termos compostos
de 2.2 ordem em u, v e w. S&o apresentadas em Anexo (A1 a Al4)
as formas finais das deformagdes, simplificadas pela auséncia dos
termos de ordem superior e pela ndo consideragdo dos termos
lineares (nulos). Os esforcos de membrana “fundamentais” obtidos
em EPT encontram-se igualmente detalhados em Anexo (A15).

3  Solugdo analitica

31 Configuragdo deformada - instabilidade

lateral por flexdo-tor¢do

E reconhecido que as vigas pultrudidas com seccdo em | sdo
suscetiveis a instabilizar (i) num modo local se o véo livre for curto
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(distor¢do — Figura 4(b)), (ii) num modo lateral-distorcional se o
véo livre for moderado (flexdo-tor¢ao-distorgao — Figura 4(c)) ou
(iii) num modo lateral se o vao livre for longo (flexdo-tor¢ao —
Figura 4(a)).

FS
- Wiy

(@) (b)

\(9(‘1/_

Configuragdo indeformada e configuragdo deformada de
uma secgao transversal em | num modo de instabilidade:
(a) lateral por flexdo-torcdo, (b) local e (c) lateral-
-distorcional

Figura 4

Como se referiu anteriormente, a formulacdo apresentada na
Seccdo 2 ndo assumiu qualquer forma relativa ao modo como a
seccao se pode deformar. Por esse motivo, aformulacao é valida para
analisar quaisquer tipos de instabilidade (local, lateral-distorcional e
lateral). Por exemplo, a instabilidade lateral-distorcional caracteriza-
-se pela deformabilidade transversal da alma e pela rotagdo de
“corpo rigido” dos banzos (rotacdo dos banzos por compatibilidade,
em torno do “no” de ligagdo banzo-alma). Esta situacdo exige
um numero maior de graus de liberdade para uma resolucdo do
problema. Em algumas investigacdes [9,16] foi estudado este
fendmeno considerando uma deformagdo distorcional descrita por
um campo de deslocamentos com quatro graus de liberdade (w’
w, ¢ e ¢). Nesta sec¢do, aplica-se a formulagdo proposta ao caso
da instabilidade lateral por flexdo-torgéo (cf. Figura 4(a)) [4].

Nesse sentido, e no contexto do presente estudo, particulariza-
-se o campo de deslocamentos para uma configuracao deformada
caracterizada por dois graus de liberdade: uma rotag&o de torcao (¢)
e um deslocamento lateral (w), em torno do eixo de menor inércia.
Os deslocamentos nas trés paredes da seccao podem ser escritos
na forma:

Banzo superior * (plano X-2)

Alma" (plano X-Y) Banzo inferior 7 (plano X-2)

Fs Fi

Uy =2° w? u”' =0 Uy =2° w)
U =vl =ztandy =z g U =v =0 U7 =3y, =ztand(,y =2-¢(), (18)
w_ oW
Wiy W =Wy Wiy

As expressdes (18) estdo escritas em fungdo dos deslocamentos do
centro de gravidade de cada parede, podendo ser rescritas em termos
do deslocamento lateral W* e da rotacéo ¢° do centro de corte S da
secgao. Nessa representagdo, despreza-se o deslocamento primario
V° (ou deslocamento de pré-encurvadura da seccdo transversal),
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associado a flexdo em torno do eixo de maior inércia. Desta forma,
as relagbes entre os deslocamentos e rotagoes das paredes com os
do centro de corte S da secgdo séo dados por:

Deslocamentos laterais Rotacdes de torgdo

h
Fs _ s s
Wi =W+ 500

w .S S FS _ W _ o Ff S

Wiy =Whg=y-00y | 00 =00 =00y =9}, (19)
h

FI S S

Wiy =W =5 0

A introdugdo de (19) em (18) implica que todo o campo de
deslocamentos fica definido em fungdo de apenas dois graus de
liberdade (W* e ¢°).

3.2 Método de Rayleigh-Ritz

Em seguida, resolve-se o comportamento do sistema estrutural
“discretizado” nos dois graus de liberdade citados (W* e ¢°). Na

definicdo das solugdes aproximadas do problema admite-se que

cada componente do vetor dos deslocamentos QKE{W(SX) 6(1)}
tem a forma

—S
W(x) WS
s :{ s }'\U(x) (20)
b | L0

onde os parametros W* e ¢° correspondem, efetivamente, aos graus
deliberdadedosistemadiscretizadoew(x)éafungéodeforma quetem
de satisfazer “apenas” as condigdes de fronteira cinematicas da viga.
Sublinha-se que para cada fun¢do de forma escolhida correspondera
um modelo de viga em analise, associado aos casos de estudo 1.
e 2. (inicialmente referidos), assumindo o sistema (20) uma forma
distinta. O mesmo sera dizer que cada funcdo y, “obriga” a viga
a deformar-se de modo distinto, consoante uma das sete formas
pretendidas, dentro das selecionadas no presente estudo, como se
expde de seguida. As condi¢des de apoio de uma viga, relativamente
a um problema de instabilidade lateral de vigas, envolvem flexdo
(em dois planos), tor¢do e impedimento de empenamento. Estas
condi¢des traduzem as restricdes aos deslocamentos generalizados
das suas secgdes transversais e dependem das caracteristicas dos
apoios de extremidade e das condi¢des de contraventamento lateral.

Dada a existéncia de um numero elevado de possiveis condicdes
de apoio de vigas, optou-se por abordar aqui, unicamente, 0s casos
representados na Quadro 1, procurando-se reproduzir condices
experimentais habituais para vigas ensaiadas a flexao. Considerando
a viga simplesmente apoiada no plano X-Y, estudou-se a influéncia
dos apoios no plano de menor inércia (X-Z) e o efeito do travamento
lateral imposto na regido central da viga, os quais se traduzem nas
sete combinagbes resumidas na mesma Quadro 1.

Dentro do leque de fungdes de forma existentes na literatura
[18,19], que permitem aproximar a deformagéo de elementos por
encurvadura (e.g., fungdes transcendentais, polinomiais, etc.),
apenas se consideram fungdes trigonométricas simples (seno
e cosseno) de modo a obter expressdes analiticas aproximadas
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também simples, cf. Quadro 1. Uma vez definida a energia potencial
do sistema continuo (12), a aplicagdo do método de RavLeiGH-RITZ
para cada caso de estudo envolve a substitui¢do do vetor definido
em (20), com as respetivas fungdes de forma, no funcional energia
IT,. Esta operagdo “transforma-o” na fungéo da energia potencial do
sistema discretizado, a qual é uma forma quadratica dos parametros
WS e ¢° que, efetuando a posteriori as integragdes necessarias, se

representa por HZ[WS,d)SJ»} .

3.3 Sistema de equagdes de equilibrio

O Principio da Estacionariedade da Energia Potencial (PEEP)
estabelece que a primeira variagdo da energia potencial em relacdo
aos deslocamentos generalizados deve ser nula para que exista
equilibrio (critério do equilibrio adjacente). Por isso, a condicdo de
equilibrio deve ser satisfeita:

oL _, a“i:o . ‘3“;:
ag, ow o

0 21)

No caso do perfil estrutural com estados lineares de pré-encurvadura,
é-se conduzido ao sistema de equagdes lineares (dimensdo 2 x 2)
definido por:

Kn Ky Gr Gy w? 0
e 2 21fE S

em que as matrizes de rigidez linear, KV, e rigidez geométrica, G,/
dependem das func¢des de forma. Ambas as matrizes contém termos
relativos as trés paredes (alma e dois banzos), e a matriz geométrica
contém a influéncia dos esforcos de membrana em cada parede.
O somatorio das componentes diagonais das matrizes G, relativas
aos banzos resulta sempre em valores nulos em virtude da forma
bissimétrica da seccdo. Na situacdo de carga aplicada ao nivel do
centro de corte S, a diagonal da matriz global G, é também nula.

A expressdo (22) corresponde a um problema de valores e vetores
proprios, cujas solugdes ndo nulas correspondem ao anulamento
do determinante. As raizes da equagdo caracteristica resultante
do anulamento do determinante de (22) correspondem aos dois
primeiros valores do pardmetro de carga de bifurcacdo (A, &,), sendo
X, o valor do pardmetro critico. O presente estudo centra-se apenas
na determinacdo de uma estimativa da carga critica de encurvadura
em vigas, reduzindo-se ao calculo da menor raiz, A, da equacdo
caracteristica (22). Para a resolugdo do problema proposto e tendo
em conta as variaveis consideradas, implementou-se a formulacdo
descrita anteriormente num algoritmo numérico utilizando a
linguagem de programacé&o comercial MATLAB.R14®.

3.4

Com o objetivo de obter expressdes analiticas para a viga solicitada
no centro de corte S, todas as varidveis de dimensdo da sec¢do, de
caracterizagdo do material, de aplicagdo de carga e de condigoes
de apoio foram consideradas como variaveis simbdlicas. De forma
a obter a variagdo da solugdo analitica com o comprimento da
viga de GFRP, também se considerou o comprimento L como uma

Solugdes analiticas aproximadas
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Quadro 1 Fungdes de forma adotadas e respetivas designacdes, em funcdo das condi¢des de apoio e restri¢des laterais impostas na viga

Apoios de extremidade (Plano X-Z)

Articulados

Encastrados

(A) (E)

Sem travamento
(S)

Rotulado
(R)

Contraventamento lateral (1/2 vao)

Fixo
(F)

0 L3

variavel simbdlica. Desta forma, utilizou-se a linguagem simbdlica
do programa MATLAB.R14® para obter a seguinte expressdo para o
célculo da carga critica da viga:

b= o (e B+ £ D) (23)

&L
onde todos os parametros sao definidos em seguida. Esta expressao,
apesar de limitada a situacdo de carga aplicada ao nivel do centro de
corte S (i.e., y* = 0), abrange as solucdes associadas aos sete modelos
de viga, no que respeita as varias combinacdes de condi¢des de
apoio e de contraventamento lateral, vd. Quadro 2. As condi¢des
de apoio e travamento s&o reproduzidas por meio dos parametros
€ e ¢, que se encontram representados na Quadro 2, onde ¢*
fambém tem em conta o tipo de flexdo (3PB ou 4PB).

Quanto aos pardmetros de rigidez B, (i=1, 2, 3), estes sao fornecidos
na Quadro 3 e permitem considerar a geometria da seccdo e as
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propriedades de rigidez dos banzos e da alma. Se as propriedades
da alma e dos banzos forem diferentes tem-se Qf/ * Q“{j e se forem
iguais tem-se QF QW

Observe-se que a Eq. (23) e os parametros envolvidos ndo dependem
diretamente das espessuras dos banzos e da alma, o que se deve
ao facto de se ter considerado as dimensdes da seccdo a sua linha
média (e.g., momento de inércia /_ considerado em (7)).

Por fim, e como exemplo da aplicagdo geral da equacdo proposta, a
solugdo correspondente a viga V1.AS em flexdo a 4-pontos, toma a
seguinte forma:

" /(n +(3/2)

6% A 608 [ (b A 4D 427D )+ (2:h-Dfg+h-D ) |
E

(24)
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4 Illustragdo e validagdo de resultados por Davalos e Qiao [16,17]. O segundo estudo baseia-se numa viga
com sec¢do em | testada experimentalmente por S& [4].
Com o objetivo de ilustrar e validar a formulacdo descrita, bem

como as expressdes analiticas propostas, apresentam-se dois
estudos comparativos. O primeiro estudo baseia-se numa viga
(secgao-H) testada experimentalmente e analisada numericamente

A Figura 5 apresenta o resultado da aplicacdo da Eq. (23) sobre
o modelo de analise estudado por Davalos e Qiao [16,17] - viga
simplesmente apoiada, sob flexdo 3PB, articulada nos apoios

Quadro 2 Valores das constantes & e ¢** ,, da equacao proposta, cf. £q. (23)

Carregamento

Vao lateral

S

) ) [ -
£ V1AS 1 A e (7 +G2))
% (n +2 ) m +(3/2)
&
5 V2ES i 7-—“3 %' - )
< ‘ 4 3 (w+2:2) (n2+1,75-(3/2))
o~ YT
V3IR 1 3 @-2) 4 (nz—(3/2)3)
, P/ —
VAAR n #m 4 (n2+0,25~(3/2)3)
9
£ i yn— 3/ ™
S V5.ER 7 3 (n2+0,8,22) A (n2+1,15-(3/2)3)
£
(]
V)

3

1 > 7 T
V6.EF — A% f (

nz +o,4375.(3/2)3)

20
6-T1—8 2 (G'TE—B) 2 (6"‘1_8) -0,5%
_om=8 _OTe) 8-n?- Q
V7LE (15.-,1;_32) i (9.n2_98) i (4096-n4—10368~n2—382239)

*
Q=4096-7" +46080-1° A3 -10368 %" —58320-/3 +395361

Quadro 3 Expressdes para o parametro de rigidez da Eq. (23)

Parametro de rigidez

Constantes elasticas

O = Q% b’ AL +6-h-DY Wb AL +4-b> D) +2-h* Dy 2-b-Di +h-D

oF =¥ 6:h-D, +b° A, (20 +4:0°)D, 410 A, (h+2-b)-Ds,
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segundo o plano de menor inércia e sem restricdo lateral a meio véo
(ie., correspondente ao modelo V1.AS).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

500 t . t + t t ' t '
: : PerflH  Davalos, Qiao [16,17]
- [304,8x304,8x12,7mm]
E 400+ | Alma Banzo i
= i i D, =4397N.m D, =3994 N.m
B 300k i.| D,=992Nm D, =1066Nm ||
S i v\ D, =2430N.m A, =331x10° N/m
g EE :
5 200l N N D= 1068N.m A =80x10"N/m ||
g < : N\ An ‘ . ‘ : :
; Dta\;al[c:sﬁ, ?;]ao_) \ R AE : : —Pcr centro de corte
O 1004 AR eI ] = = <P ior [+
IR banzo superior
@~ 442m) an S Sl B i
Y EE U S S S i bl
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Vio, L [m]
Figura5 Comparagdo entre cargas criticas estimadas, em fungdo

do vao, para um perfil H (3PB)

A comparagdo de resultados da Figura 5 é traduzida por meio da
evolucdo das cargas criticas estimadas, P_, em funcao do vao, L,
considerando as caracteristicas geométricas e as propriedades
mecanicas do perfil H (304,8 x 304,8 x 12,7 mm) analisado pelos
autores. As curvas P_ - L, apresentadas na Figura 5, distinguem-se
quanto a posicdo do ponto de aplicagdo das cargas na altura da
seccdo. Sobre aquelas curvas sdo ainda apontados os respetivos
valores obtidos pelos primeiros autores, quer analiticamente
(163,1 kN e 96,6 kN, para a carga aplicada no centro de corte e
no banzo superior, respetivamente), quer experimentalmente
(138,2 kN, para carga aplicada a meia altura entre banzo superior
e centro de corte) para uma viga com 4420 mm de véo [16,17]. As
reduzidas diferencas (ca. 5%) entre as estimativas daqueles autores
e as obtidas com base na solugdo analitica (carga no centro de
corte), e numérica (carga no banzo superior) do presente estudo
devem-se ao processo de resolucdo das equacdes de equilibrio
resultantes das formulagGes energéticas, nomeadamente ao nivel do
processamento das fungdes integrais. A carga experimental com um
valor, praticamente, intermédio aos resultados analitico e numérico
traduz a boa correlagdo existente ao nivel daqueles resultados de
diferente indole.

De seguida, estimam-se as cargas criticas resultantes da
aplicagdo da formulagdo proposta numa viga de GFRP testada
experimentalmente por Sa [4]. Esta viga tem um perfil |
(150 x 75 x 8 mm) e um vao de 1800 mm. As componentes de
rigidez dos banzos (iguais) e da alma introduzidas na formulagéo
(5,6), associadas as matrizes de rigidez de membrana e de flexdo (AU.
e D/.j.), corresponderam as estabelecidas por caracterizagdo mecanica
experimental [4]. Na Quadro 4 encontram-se resumidos apenas 0s
valores dos coeficientes de rigidez que contribuem para a resolu¢do
da formulacdo, assumindo as mesmas constantes elasticas em
ambos os elementos de placa, mas mantendo a espessura “exata”
associada a cada um deles.
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As Figuras 6(a) e 6(b) representam os valores dessas cargas criticas,
P_, obtidas respetivamente para flexdo 3PB e 4PB, onde se ilustram
os resultados teoricos para os sete casos de estudo de vigas (i.e.,
condigdes de apoios laterais, ¢f. Quadro 1). Na Figura 6(b) mostram-
-se ainda os valores das cargas Ultimas de rotura, P, obtidas
no ensaio experimental de duas vigas (I-1 e 1-2) [4]. Como seria
expectdvel, 0 aumento da resisténcia a instabilidade lateral da viga
é tanto mais significativo quanto maior for o grau de restricdes
impostas sobre esta, nomeadamente ao impedimento da tor¢do e do
empenamento, quer nos apoios quer na seccdo central. Verifica-se
uma forte dependéncia entre estas restri¢des e os valores estimados,
sobretudo em vigas de esbelteza reduzida. Porém, para vigas longas,
onde é mais provavel a ocorréncia deste fendmeno, é notoria a
capacidade resistente conferida pela restri¢do total a flexdo lateral
e a0 empenamento nas vigas V6.EF e V7.LF, comparativamente com
as demais. Como exemplo, para um vao de 3,6 m, o valor de P_
na viga V6.EF é 14 vezes superior ao valor obtido na viga V1.AS a
flexdo 4PB (carga em S), ao passo que em 3PB o aumento, devido
a um total encastramento nos apoios e seccao central, mantém-se
igualmente numa proporcao elevada (ca. 10).

1 2 3 4 5 6 7 8
80 - + + + + _—
Flexdao 3PB ndo cont. contraventadas
70 —VILAS —V3LR
—_ V4.AR
Z 60 — V5.ER } r
= ! — V6.EF
" 50+ —V2ES —V7.LF
< B
2 401 ---VLAS ---V3LR
= A V4.AR | |»
< 30f - V5ER )& |
g --V6.EF
S 20t - VILF
10+
0 : i |
1 2 3 4 5 6 7 8
a) Vio, L [m]
1 2 3 4 5 6 7 8
80— — : . ; ;
| ‘) Flexao 4PB ndo cont. contraventadas
709 | —VILAS —V3.LR r
—_ 1o V4.AR
Z 60 1) — V5.ER ’i, -
= 1o — V6.EF
a7 504 —V2ES —VILF 3
5 \
2 401 ) ---VLAS - V3.LR L
5 I V4.AR )&
= 30+ --VS.ER L
o -+ V6.EF
S 20t - VILF L
101 -
0 + - + T j F r
1 2 3 4 5 6 7 8
b) Vio, L [m]

Figura 6 Variacdo da carga critica tedrica com o vao para flexdo:
a) 3PB e b) 4PB

Verifica-se que quaisquer que sejam as restricdes impostas as
vigas no plano X-Z, a flexdo 3PB é sempre mais condicionante a
ocorréncia da instabilidade relativamente ao carregamento em
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Quadro 4 Coeficientes de rigidez das placas pultrudidas do perfil | (150 x 75 x 8 mm)

Banzos [ t, = 8,21 mm] Alma[t, =823 mm]

Af (N/m) D’ (N.m) D%, (N.m)

209,28 x 10° 1175,50 108,37

dois pontos simétricos no vao. Faz-se notar uma dependéncia mais
significativa do tipo de flexdo nas duas vigas ndo contraventadas
relativamente as travadas, onde a partir de vaos curtos (ca. 2,0 m)
as curvas correspondentes aquelas vigas sdo as que apresentam
praticamente os valores mais reduzidos de P_.

Facilmente se constata que P_ diminui quando as cargas estdo
aplicadas “acima” de S (efeito “amplificativo” da rotagdo da secc&o)
e aumenta no caso contrario (contraria-se a tor¢do). Para cada
solugdo estudada sobre a influéncia das condicdes de travamento
no valor de P_, registam-se variagdes entre os resultados dos seus
respetivos pares de curvas (consoante a posicdo das cargas), que
chegam a atingir 30% em 4PB e 50% em 3PB. Estas diferencas
percentuais tendem a estabilizar @ medida que o vdo aumenta.
Para ambos os tipos de flexdo, as variagdes mais significativas
ocorrem nas vigas sem travamento lateral, onde na V2.ES resultam
estimativas de P_ aplicadas em S mais afastadas das obtidas quando
aplicadas no banzo superior. No caso contrario, as vigas travadas
apresentam diferengcas muito menores, sobretudo em 3PB, cujo
“paralelismo” das curvas também vai de encontro ao observado nas
curvas em 4PB, mas onde a influéncia do ponto de aplicacdo das
cargas aplicadas sobre o valor de P_ ¢ um pouco mais relevante do
que a verificada em 3PB (apenas 2-3%).

De um conjunto de perfis testados experimentalmente [4], as vigas
de ensaio atras mencionadas foram submetidas a flexao 4PB (em
torno do eixo de maior inércia), em modelo de viga simplesmente
apoiada, por meio de carregamento transversal simétrico
(cargas concentradas a tercos do vao). Ambas foram igualmente
contraventadas lateralmente na seccdo de meio vdo. No que
respeita as condi¢bes de apoio, apenas a viga I-2 foi “travada” no
plano de menor inércia, ndo se tendo imposto quaisquer restri¢des
laterais a viga |-1. Com efeito, as restricdes impostas ao movimento
de corpo rigido, quer sobre a sec¢do central de ambas as vigas,
quer os travamentos laterais nas sec¢des de apoio da viga I-1,
impediram os deslocamentos transversais (para fora do plano de
solicitacdo) e garantiram um certo nivel de restricdo a rotacdo em
torno do eixo de menor inércia (flexdo lateral). A rotagdo em torno
do eixo longitudinal do perfil 1 (tor¢do) foi parcialmente impedida
nas seccdes de extremidade devido ao impedimento a rotagdo por
tor¢éo do banzo apoiado (inferior). Relativamente ao empenamento,
as secgdes de extremidade sdo livres de empenar. Os ensaios foram
conduzidos em controlo de carga, aplicada monotonicamente até
ocorrer a rotura dos perfis.

A Figura 7 representa as curvas da evolu¢do da carga em funcédo
do deslocamento a meio vao, (P — 8), para as duas vigas, sobre
as quais se assinalam as respetivas cargas ultimas, P, obtidas
experimentalmente, bem como as tensdes longitudinais ultimas,

28

1184

¥ (N.m) " (N.m) DY (N.m)

103,24 364,80 109,17

o, € Os respetivos modulos de elasticidade “aparente” em

flexdo, E_.
ap

80 i } i } i } t ¢ 1
0L _VAAR el
(P_~66 kN)

60+ “ T
é 50 - - —Pu_ (estimativas médias) r
R
5 401 P =382kN T
£ Lo V3R ____ .
@) 307 (P, ~31kN) T

20+ r

Viga I-1 E4p=20 GPa /o4, =110 MPa
101 —— Viga -2 E,,=30 GPa/cg, | =197 MPa [
0 i } i t i i t ¢ i

0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40

Deslocamento a meio vao, 6 [mm]
Figura7  CurvasP -3 e estimativas de cargas criticas das vigas | -1e -2

A rotura da viga I-1 foi devida a fendmeno (abrupto) de instabilidade
global — por flexdo-tor¢do —, tendo sido verificado um claro efeito
assimétrico da rotacdo de torcdo da viga relativamente a seccdo
central contraventada, vd. Figura 8.

Figura 8

Rotura por encurvadura lateral por flexdo-torcdo da viga I-1

A rotura da viga I-2 foi iniciada pelo desenvolvimento de micro-
fissuragdo longitudinal numa das zonas superiores da ligacdo banzo-
-alma, conduzindo ao esmagamento localizado da alma, sob um
ponto de aplicacdo da carga. Seguiu-se o enrugamento do material,
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provocando imediata e simultaneamente encurvadura local numa
das metades do banzo comprimido e alguma delaminagao dispersa.

Aplicando a formulagdo analitica, e a semelhanca do indicado na
Figura 6(b), na Figura 7 sdo ainda assinaladas as estimativas das
cargas criticas, para um vao de 1800 mm, em correspondéncia
com as configuragdes experimentais adotadas, ie., efetuando
a associagdo entre os casos analiticos de viga — V3.LR e V4.AR
- e as condi¢des de ensaio mais provaveis de os representar
respetivamente: I-1 e I-2. Da andlise da Figura 6(b) e da Figura 7
verifica-se que os valores experimentais das cargas ultimas das
vigas |-1 e -2 sdo 23% e 4% superiores aos valores estimados
considerando as curvas analiticas V3.LR e V4.AR, respetivamente
(estimativas teoricas médias para carga aplicada no centro de
corte e no banzo superior). Na realidade, aquela diferenca mais
significativa pode ser atribuida as forcas de compresséo (reacdo)
instaladas sob os apoios “livres” da viga I-1. Consequentemente, o
efeito de atrito gerado pode ter sido responsavel pela introducdo
de um determinado nivel de restricdo ao deslocamento transversal,
ndo sendo por isso expectavel que o valor da carga critica observado
experimentalmente corresponda efetivamente & carga critica
obtida da solugdo analitica correspondente a situacdo idealizada
V3.LR. Nessa medida, é plausivel que a capacidade ultima da
viga (por instabilidade lateral) se possa prever numa situacdo
intermédia quanto ao grau de restricdo lateral sobre os apoios, entre
estes serem modelados nas condi¢es “L” (livre) e “R” (rotulada),
correspondentes aos graus de liberdade (W° e ¢°) considerados na
formulagdo analitica (carga ultima 40% inferior a estimada para
viga articulada nos apoios — V4.AR).

Do mesmo modo, da incerteza da configuracdo experimental
da viga |-2 ao nivel dos sistemas adotados no ensaio (apoios e
travamento central), podem relacionar-se diversas estimativas
analiticas (V4.AR ou V5.ER ou V6.EF) a serem numericamente
correspondidas as condi¢des impostas no ensaio, como forma
de traduzir uma representacdo possivel das suas capacidades
resistentes a encurvadura. No entanto, pelo valor da carga ultima e,
sobretudo, pelo modo de rotura da viga I-2, pode concluir-se que os
apoios restringiram quase por completo a rotacdo de flexdo lateral,
mas n&o garantiram um impedimento total ao empenamento. Face
as condicdes de restricdo impostas a esta viga justifica-se que a
resisténcia do material tenha sido condicionante a rotura do perfil,
para valores de tensdo inferiores aos correspondentes as cargas de
bifurcacdo esperadas em instabilidade lateral por flexdo-torcao.
Além disso, neste caso, o colapso envolveu uma rotura em modo
combinado ou, em parte, seguido de instabilidade local ao nivel do
banzo comprimido na zona onde se verificou esmagamento da alma.

5 Conclusbes

Neste artigo foi desenvolvida uma formulagdo analitica que permite
analisar a encurvadura lateral por flexdo-tor¢ao de vigas pultrudidas
de GFRP, com seccao de parede fina aberta bissimétrica, solicitadas
a flexdo em 3- e 4-pontos. A formulagdo sobre a analise linear de
estabilidade foi baseada em principios energéticos — estacionarizagdo
(PEEP), e recorreu ao método de RavLEIGH-RITZ para discretizagdo
do sistema continuo. Para além de contribuir para um methor
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entendimento do comportamento a rotura de vigas em modo de
instabilidade, o presente estudo permitiu analisar um conjunto de
solugdes sobre a influéncia das condicdes de apoio e de travamento
na seccao central (no plano de menor inércia) no valor das cargas
criticas estimadas. Destaca-se o facto de a formulagéo apresentada
ser aplicavel a andlise de estabilidade de vigas com seccdo em |
ou H de banzos iguais (dupla simetria), sem a obrigatoriedade de
as espessuras dos banzos serem idénticas a da alma, assim como
no que respeita as componentes de rigidez de ambos os tipos de
placas, sendo possivel uma introducéo individualizada das respetivas
propriedades de rigidez. Com base na formulacdo apresentada,
desenvolveu-se uma expresséo simplificada de aplicagdo geral que
permite estimar cargas criticas, em fun¢ao de parametros incluidos
na equagdo proposta, associados a diversos casos de analise. A
formulacdo proposta e a expressdo analitica desenvolvida foram
validadas com base na comparagdo dos resultados por elas obtidos
com valores numéricos e outros resultados experimentais existentes
na literatura.
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Anexo

Formas finais dos termos das deformacdes descritas em (9),
simplificadas pela auséncia dos termos de ordem superior e ndo
consideragao dos termos lineares (nulos).

e Banzo Superior /¢
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Esfor¢os de membrana “fundamentais”, N/, ao longo da trajetdria
fundamental:

(A13)
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